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Η διδασκαλία μαθηματικών εννοιών µε παραδείγματα 
και αντιπαραδείγµατα 


ΠΠάννης Π. Πλατάρος ΜΠΕ 4ιδακτικής ἆ Μεθοδολογίας των Μαθηματικών 
Ριαίαγος(ῶσπια[/.6ΟΊΙ 





Περίληψη: Τα παραδείγματα και τα αντιπαραδείγµατα κατέχουν 
κεντρικό ρόλο στην διδασκαλία των μαθηματικών εννοιών, καθώς μπορούν 
να τις καλύψουν διδακτικώς πλήρως. Παραλλήλως, η χρήση επίλεκτων 
παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων, µπορεί να ελαττώσει σηµαντικό 
µέρος της ισχύος σε συγκεκριµένα διδακτικά εμπόδια που παρουσιάζονται 
κατά την διδασκαλία , ενώ η πληρότητα κάλυψης των εννοιών, µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί και ὡς κριτήριο αξιολόγησης τῶν αντιστοίχων διδακτικών 
εγχειριδίων. 

Εισαγωγή: Όλοι συμφωνούν, ότι η διδασκαλία . θα πρέπει να 
επιτελείται µε τα «κατάλληλα» διδακτικά παραδείγματα Η επιλογή τους 
επαφίεται στην εμπειρία του διδάσκοντος και τῶν βιβλίων που έχει υπ΄ όψιν 
του. Μια συνέπεια αυτής της υποκειµενικότητας . είναι ότι ορισμένες 
έννοιες δεν καλύπτονται σε ολόκληρο το πλάτος και το βάθος τους µε τα 
παραδείγματα που διδάσκονται. Έτσι έχουμε δυσμενή µαθησιακά 
αποτελέσµατα στους µαθητές. Στην παρούσα εργασία, θα προσπαθήσουμε 
να αντικειµενοποιήσουµε και να περιγράψουμε σαφέστερα τα όρια των 
«καταλλήλων» παραδειγµάτων για κάποιες μαθηματικές έννοιες. 

Οι έννοιες και τα παραδείγματα: Κάθε μαθηματική έννοια χωρίζει 
τα μαθηματικά αντικείµενα στα οποία αναφέρεται σε δύο κλάσεις: Στην 
Κλάση των παραδειγµάτων (εΧαπιρΙες) που την πληρούν και στην Κλάση 
των αντιπαραδειγµάτων (οουπίετοχαπιρἰίος ή ποΠ οχαπηρίες!) που δεν την 
πληρούν. Διδακτικά. η µη χρήση αντιπαραδειγµάτων στην διδασκαλία τῶν 
μαθηματικών αφαιρεί από τον διδάσκοντα ένα µέρος τῆς διδακτικής του 
ισχύος . Με αυτή την οπτική, «φαίνεται παράξενο που η λέξη 
αντιπαράδειγµα απουσιάζει απὀ πολλά διδακτικά βιβλία μαθηματικών 
καθώς αυτό αποτελεί «εργαλείο σε ετοιμότητα» του διδάσκοντα. λ.χ σε 
λανθασμένο ισχυρισμό του µαθητή , ιδίως όταν ο ισχυρισμός ανήκει στα 
συνήθη, αναμενόμενα, γνωστά λάθη τῶν μαθητών. Όταν π.χ. ο µαθητής 





ΙΟ όρος «ποπ οχαιπρἰο» αναφέρεται συνήθως σε ορισμούς και ο όρος «οοιπίοΓοχαπηρἰθ» 
σε προτάσεις και θεωρήματα. Επειδή η μετάφραση ὡς «μη παράδειγµα») δεν στέκει καλώς 
στα Ἑλληνικά, θα μεταφέρουμε και τοὺς δύο ὀροὺς ὡς «αντιπαράδειγµα» 
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ισχυρισθεί, ότι «δύο τρίγωνα είναι ίσα όταν έχουν δύο πλευρές τοὺς ίσες 
µία προς µία και απὀ µια γωνία 





τους ίση» τότε θα πρέπει να είναι . 


έτοιμος να σχεδιάσει το διπλανό 
σχήμα που αποτελεί το κλασικό 
αντιπαράδειγµα στον λανθασμένο 
ορισμό του μαθητή . όπου τα 
τριγ.ΑΒΓ και τριγ.ΑΒΔ πληρούν 
τις προὐποθέσεις του ισχυρισμού, Γ 











αλλά όχιτο συμπέρασμα. 

Ακόμα και στις µικρές βαθμίδες . το αντιπαράδειγµα αποτελεί 
«ετοιμοπόλεμο εργαλείο» του διδάσκοντα , όταν λ.χ. ο μικρός Κωστάκης 
στην πρόσθεση κλασμάτων επιμένει να προσθέτει ή να αφαιρεί αριθµητές 
µε αριθµητές και κ, µε παρονοµαστές. Πειστικά 


κα ρα α.,λα α α 
αντιπαράδειγµα δίνει η κλάση - ---Ἔπτ----- πο ---ξ-- µέσα από 


αρ 2 ϱ.2β β 


: . . : ο. ᾿ - 
την οποία ο διδάσκων µπορεί να παραθέσει το ο... όπου όλοι γνωρίζουν 


ότι κάνει 1 και ὀχιπάλι . που δίνει ο υπολογισμός του Κωστάκη , ενώ για 


την αφαίρεσ όλοι επίσης ξέρουν ότι ο απο .- που 
ην αφαίρεση ης «ὲρ πο ο χ 2 


υπολογίζει ο Κωστάκης µετον λανθασμένο τρόπο του. 

Γνωστικές συγκρούσεις µέσω αντιπαραδειγµάτων: Θεωρείται, 
ότι ο βασικότερος ρόλος ενός δασκάλου τῶν μαθηματικών, είναι να 
δημιουργεί, να εφευρίσκει και να ανακαλύπτει καταστάσεις που να ευνοούν 
την «σύγκρουση γνώσεων» Παλαιότερες εδραίες και πρωταρχικές γνώσεις 
που θεωρούνται «κοινέο και συνήθως έχουν καθιερωθεί και µε την 
βοήθεια των αισθήσεων, συγκρούονται µε την νέα γνώση που παράγεται µε 
σκέψη και συλλογισμό. Σε αυτή την διαδικασία το αντιπαράδειγµα κατέχει 
πρωταγωνιστικό ρόλο. Για παράδειγµα, οι µαθητές γνωρίζουν την 
πανάρχαια προφανή «κοινή έννοια) στον Ευκλείδη ότι «το όλον . μείζον 
του μέρους εστῦ Έτσι, δεν έχουν κανένα πρόβλημα να παραδεχθούν ότι 


χΣ σα για κάθε Χ. Οι ίδιοι µαθητές, παραλλήλως, γνωρίζουν πολύ καλά 


ότι -22-4 . Ἑδώ το αντιπαράδειγµα που θα προκαλέσει την γνωστική 
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. : . : : Ι 
σύγκρουση, συνίσταται στην εξεύρεση λύσης στην ανίσωση α« ο . η 


οποία αληθεύει για κάθε αρνητικό αριθµό. Να επισηµάνουµε όμως, ότι 
σύμφωνα µε την γνώµη πολλών ερευνητών, µόνο η παράθεση του 
αντιπαραδείγµατος δεν αρκεί για να προκαλέσει την γνωστική σύγκρουση , 
καθώς ο διδάσκων θα πρέπει να γνωρίζει καλώς τα λανθασμένα νοητικά 
μοντέλα που χρησιμοποιούν οἱ µαθητές, ώστε να σχεδιάσει τις αντίστοιχες 
δραστηριότητες γνωστικής ρήξης στο κατάλληλο πλαίσιο οι οποίες θα 
πρέπει να είναι όσο το δυνατόν εντυπωσιακές, άλλως υπάρχει ο κίνδυνος το 
παλαιό μοντέλο να παραμείνει αμετακίνητο ή (ακόµα χειρότερα) τα παλαιό 
να συγκατοικήσει µε το νέο. 

Ἡ πλήρης διδακτική κάλυψη µιας έννοιας, απαιτεί παράθεση 
αντιπροσωπευτικών παραδειγµάτων, δηλ. παραδειγµάτων που 
καλύπτουν την έννοια σε ολόκληρο το πλάτος και το βάθος της, όπως και 
σε όλες τις μορφές περιπτώσεων που µπορεί να θεωρηθεί , κατά το δυνατόν. 
Θα μπορούσε να ισχυρισθεί κάποιος, ότι µόνο τα αντιπροσωπευτικά 
παραδείγματα καλύπτουν επαρκώς µια έννοια και δεν χρειάζονται τα 
αντιπαραδείγµατα.  Διδακτικώς ὁόµωῶς, πάρα πολλά πράγματα 
ξεκαθαρίζονται από την επισήμανση όχι µόνο από το τι είναι κάτι, αλλά 
και από το ττι δεν είναι. Επομένως εξ ίσου αναγκαία είναι και η κάλυψη µε 
αντιπαραδείγµατα και μάλιστα απὀ «εφαπτόμµενα αντιπαραδείγµατα» τα 
οποία θα μπορούσαμε να τα θεωρήσουμε ὡς τα παραδείγματα που δεν 
πληρούν τον ορισμό ή τις υποθέσεις της προτάσεως παρά µία συνθήκη. 
Αυτά, δείχνουν την συνεισφορά και την αναγκαιότητα κάθε συνθήκης στο 
κτίσιμο µιας έννοιας και έτσι τελικώς, µε αντιπροσωπευτικά παραδείγματα 
και εφαπτόµενα αντιπαραδείγµατα, υπερκαλύπτουµε διδακτικά κάθε 
έννοια ή πρόταση. 

Μπορεί να γίνει πλήρως κατανοητή µια έννοια µόνο µε τον 
ορισμό της και χωρίς παραδείγµατα; Η εὐκολη απάντηση στο ερώτηµα 
είναι ότι τα παραδείγματα επιβάλλονται παιδαγωγικώς και επίσης ότι 
ορισμένα φωτισμένα μυαλά μπορούν να κατανοήσουν σπουδαία πράγµατα 
µε ελάχιστη ή και καθόλου εποπτεία. Για να δούµε τα όρια αυτής της 
άποψης, ας δώσουμε ένα παράδειγµα από τον Απειροστικὀ. Έστω η 
πρόταση: «Αν µία συνάρτηση { [α.1β] -υ|] είναι συνεχής , τότε στο α έχω 
τοπικό ακρότατο» Είναι αληθής; Ας δούµε πώς µπορεί να το προσεγγίσει 
διαισθητικά ένας µαθητής ή σπουδαστής σκεπτόμενος εποπτικά- 
γεωμετρικά: « Ξεκινώντας να σχεδιάζω την συνάρτηση από το σηµείο 
(α,ζα) ) και σε µια περιοχή του α «οσοδήποτε κοντά» , έχω τρεις δυνατές 
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επιλογές: Η να κατευθυνθώ προς τα πάνω (οπότε έχω τοπικό ελάχιστο) ή 
να προς τα κάτω (οπότε έχω τοπικό μέγιστο) ή να πάω οριζόντια, οπότε (µε 
την ευρεία) έννοια έχω πάλι τοπικό ακρότατο. Επομένως στο α έχω πάντα 
τοπικὀ ακρότατο» Όμως αυτή η σκέψη είναι λανθασμένη λόγω του 
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γνωρίζει άρισα την λεκτική 











διατύπώση του ορισμού της 
συνάρτησης , αλλά ὧν δέσµιος των 
περιορισμένων αντικειμένων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, δεν µπορεί να 
φανταστεί ότι «οσοδήποτε Κοντά στο 0Ο» µπορεί να έχω ταλάντωση µε 
ετερόσηµες τιµές και άρα το (0, {0) δεν µπορεί ποτέ να είναι ακρότατο. 
Επίσης ισχύει, ότι σε οιοδήποτε υποδιάστηµα , οσοδήποτε κοντά στο 0 η 
συνάρτηση δεν είναι γνησίως μονότονη. Επιστημολογικώς έχει συμβεί κάτι 
που ιστορικά είναι γνωστό: «Σε ό,τι έχει να κάνει µε το άπειρο και το 
απειροστό, δεν πρέπει να εμπιστευόµαστε πολύ την φαντασία ή την 
διαίσθησή µας» Τα πρώτα νοητικά μοντέλα που αναπτύσσει ο εγκέφαλος 
για την συνάρτηση Και τα οποία φυσικά προέρχονται απὀ τα ίδια τα 
παραδείγματα συναρτήσεων, δεν συμπεριλαμβάνουν τις συναρτήσεις µε 
άπειρο μήκος σε ένα Κλειστό διάστηµα ή µε άπειρη ταλάντωση ή µη 
φραγµένης κυµάνσεως . Τέτοιες «παράξενες» συναρτήσεις δεν µπορεί να 
σχεδιάσει πλήρως ούτε ανθρώπινο χέρι ούτε Η/Υ. Οιλόγοι για τους οποίους 
όµως πρέπει να υπάρχουν κάποιες τέτοιες (λίγες συναρτήσεις σε ένα 
διδακτικό εγχειρίδιο . έστω χωρίς την απαιτούµενη ανάπτυξη ή 
«αυστηρότητα) είναι νομίζω προφανείς. 


Σχήµα 1. 


Ἡ έννοια της «ασύμπτωτης ευθείας σε συνάρτηση» και τα 
προβλήματά της: Η έννοια αυτή ετυμολογικώς παραπέμπει σε µια 
ευθεία που πλησιάζει στο άπειρο τη συνάρτηση, αλλά ποτέ δεν 
εφάπτεται σ΄ αυτή , πόσω δε μάλλον να την τέμνει. Ο σχετικός ορισμός 
δεν ξεκαθαρίζει τα πράγματα, καθώς η γεωμετρική μετάφραση -- 
αναπαράσταση της έκφρασης « πι] Τα) -(λα-Ε μ)]Ξ0»Ύια πολλούς 


µαθητές είναι ότι «η ευθεία δεν εφάπτεται µε την συνάρτηση ή --τελικά, 
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οριακά- εφάπτεται στο άπειρο» Έτσι, είναι πιθανόν µια λανθασμένη 
αυθαίρετη γενίκευση στο μυαλό κάποιων μαθητών τη βοηθεία και της 
ιδίας της λέξης «ασύμπτωτη» να οδηγεί στην πεποίθηση της µη επαφής. 
Αυτό, µπορεί να προληφθεί µε ένα παράδειγµα σαν το ακόλουθο: 





... 
χἙ--κίηχ αν χ-θ 
χ 














{10 ὸδἩ µε /{(0)Ξ 


» όπου η Ε είναι συνεχής 





0 αν κΞ0 


παντού και επιδέχεται και 
στο -Γοοκαι στο -οο Ως πλάγια 
ασύμπτωτη την ευθεία ΥΞχ. 
Ἡ ευθεία και η συνάρτηση 
έχουν άπειρα σηµεία τομής 
σε κάθε υποδιάστηµα 
ξεχωριστά (-οο, -Μ] και [Μ. 
Ἔοο) για οσοδήποτε µεγάλο 
και θετικό Μ. 

Οι διδακτικά σπουδαίες 
ιδιότητες της συνάρτησης 
του ΡΙΠΙΕΠΙεί : Μπορεί ένα και μοναδικό παράδειγµα να καλύπτει πολλές 
έννοιες του απειροστικού; Ἡ απάντηση είναι ότι αυτό είναι δυνατόν και 


αυτή είναιη συνάρτηση /(1) -- ο αν α΄ άρρητος 











| «Ανήκει στην ομάδα 
-ἶ αν α΄ µρητός 

των «παθολογικών συναρτήσεων» για τις οποίες ένοιωθε αποστροφή ο 
Ροίπζατε χωρίς όµως να υποψιάζεται την εμφάνισή τους µετά απὀ χρόνια 
σε πολλούς τοµείς του επιστητού. Αυτή, έχει πολλές ενδιαφέρουσες 
Ιδιότητες : 

ο Ἱστορικά, όταν τέθηκε στην μαθηματική κοινότητα, στάθηκε αιτία 
της διεύρυνσης του ατελούς µέχρι τότε (1537) ορισμού της 
συνάρτησης σε έναν πιο τέλειοίότι δηλ. είναι µια «αυθαίρετη» 
µονοσήµαντη αντιστοιχία) πριν φθάσει στον σύγχρονο ορισμό που 
έγινε απὀ τον ΗαιςάοτΏβ {ο 1914 µε την χρήση της έννοιας του 
διατεταγµένου ζεύγους .. Σύμφωνα µε την αναλογική εφαρµογή στην 
Διδακτική του Λβιογενετικοὐ νόµου ότι «Ἡ οντογένεση 
επαναλαμβάνει συντόμως την «φυλογένση) ο μαθητής θα 
κατανοήσει καλύτερα την έννοια της συνάρτησης µέσω και της 
συγκεκριμένης (ή όποιας άλλης τύπου ὨὈΙτιοΠ]εί) 
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Ἠταν το πρώτο ιστορικό παράδειγµα συνάρτησης που ορίζετο χωρίς 
κάποια συγκεκριμένη αναλυτική έκφραση. 

Ἠταν το πρώτο ιστορικό παράδειγµα συνάρτησης ασυνεχούς σε 
κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τῆς και σε κάθε περιορισμό του. 

Η Γ΄ είναι ασυνεχής παντού, αλλά η [ῇ είναι συνεχής 
παντού.(Αντιπαράδειγµα στο αν ισχύει αντίστροφο σχετικής 
πρότασης) 

Αν οσ(α)--- {() τότε και η 6 είναι ασυνεχής παντού, αλλά η 


Ι5(ΧΞ-Ι είναι παντού συνεχής, όπως και η (Γ6)(3Ξ0. είναι παντού 


συνεχής . όπως και η ο ορ Ξ---Ι είναι συνεχής , όπως καιη(/Γοσ)(α)Ξ51.. 
4 


είναι επίσης συνεχής. (Ένα αντιπαράδειγµα για τέσσερις ισχυρισμούς 
ισχύος σχετικών αντίστροφων προτάσεων) 


Είναι περιοδική µε περίοδο οιοδήποτε θετικό ρητό αριθµό. 
(σύμφωνα µε άλλο ορισμό τῆς περιοδικής συνάρτησης, δεν είναι 
περιοδική διότι δεν έχει ελάχιστη θετική περίοδο.) 

Η ΓΣ. είναι συνεχής, ενώ η {είναι ασυνεχής.(Επίσης 
αντιπαράδειγµα σε ισχυρισμό ισχύος σχετικής αντίστροφης 
πρότασης) 

Ἡ {., χωρίς να είναι σταθερή, δεν είναι μονότονη συνάρτηση αλλά 
και δεν υπάρχει υποδιάστηµα του ΕΚ στο οποίο να είναι μονότονη. 

Ἡ {50 ορίζεται στο ΕΚ ενώ σε κάθε υποδιάστηµα του Ε., οσοδήποτε 
µικρό, περιέχονται άπειρες θέσεις ακροτάτων της Ε. 

Η {9 /α.β] είναι φραγµένη και δεν είναι ολοκληρώσιµη, όµμωςη /ῇ 
καθώς και η ᾖ{Γ είναι ολοκληρώσιµες(Αντιπαράδειγµα σε 
σχετικούς ισχυρισμούς ισχύος αντιστρόφων γνωστών προτάσεων) 


Αν {)- ἳ εν ὀρητος δεν πληροί τις προὐποθέσεις 


0 αν α΄ άρρητος 

του Θεωρήματος Βο[Ζζ8πο «στον μέγιστο δυνατό βαθµό»(: Ξ όχι 
συνεχής, όχι ετερόσηµες τιµές , όχι ορισμένη σε κλειστό διάστηµα) 
ενώ πληροί το συμπέρασμα επίσης «στον μέγιστο δυνατό 
βαθµό»(:Ξέχω όχι µία τουλάχιστον ρίζα, αλλά άπειρες και δη 
υπεραριθµήσιµες) , πράγµα που την καθιστά «ιδανικό παράδειγµα» 
για την µη ισχύ του αντιστρόφου του θεωρήματος. (Ικανές, αλλά όχι 
αναγκαίες συνθήκες) 
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Ο µρύλος τῶν «συνήθων λαθών σε σχέση µε τα 
αντιπροσωπευτικά παραδείγματα: Θεωρητικώς, οι δυνητικά 
λανθασμένες απαντήσεις σε συγκεκριμένες ερωτήσεις περί τα μαθηματικά, 
συνιστούν ένα σύνολο πολύ μεγάλου πληθικού αριθμού . Στη 
πραγματικότητα οι λανθασμένες απαντήσεις, είναι εξαιρετικά 
περιορισμένες σε αριθµό και μάλιστα επαναλαμβάνονται επιµόνως από 
πολλές γενιές μαθητών. Σχεδόν όλα αυτά τα «επίμονα λάθη» αποδίδονται 
σε διδακτικά (ή γνωστικά) εμπόδια δηλ. σε επιστηµολογικά εμπόδια. Κατά 
γνώµη του γράφοντος, ορισμένα από αυτά έχουν υπερεκτιµηθεί .αφού το 
εμφανιζόµενο ως καθαρό επιστηµολογικό εμπόδιο είναι µόνο γλωσσικό και 
αίρεται µε κατάλληλο παράδειγµα. Ἠδη έχουµε επεξεργαστεί το θέµα της 
«ασύμπτωτης» όπου στα Ελληνικά πράγματι αποτελεί διδακτικό εμπόδιο 
αφού η λέξη παραπέμπει στην µη σύμπτωση, άρα αποκλείεται να υπάρχουν 
κοινά σηµεία συνάρτησης και ασύμπτωτης, πράγµα που όπως δείξαµε δεν 
συμβαίνει. Στον Αγγλόφωνο µαθητή, ο ίδιος όρος είναι «αδγπιρίοίο» ο 
οποίος ὡς Ελληνικός, ετυµολογικώς, δεν του λέει απολύτως τίποτα , άρα 
δεν αποτελεί ιδίου βαθμού διδακτικό εμπόδιο γι αυτόν (ένα µέρος του 
εμποδίου δεν είναι γλωσσικό) 

Άλλο παράδειγµα είναι η έννοια της λέξης «συνεχής», όπου στα 
Ἑλληνικά (αλλά και σε άλλες γλώσσες) είναι συνυφασμένη µε την έννοια 
της συνεκτικότητας (δηλ. του «μονοκόμματου» ) Επομένως, το γιατί οἱ 
ακολουθίες είναι «συνεχείς συναρτήσεις», είναι το πρώτο γνωστικό εμπόδιο 
που θα αντιμετωπίσουν στο πρώτο έτος σπουδών τους στα ανώτερα 
Μαθηματικά, αφού η έννοια τῆς συνέχειας στο Λύκειο «βάσει αναλυτικού 
προγράµµατος σπουδών, ορίζεται µόνο για συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού 
διάστηµα ή ένωση διαστημάτων. Κάποιες φορές «ορισμένοι µαθητές, δεν 
αντιλαμβάνονται τις ακολουθίες ὡς συναρτήσεις, πιθανώς και λόγω 
διαφορετικού συμβολισμού. Γι΄ αυτούς τους µαθητές, είναι ακόµα πιο 
δύσκολο να αντιληφθούν τις ακολουθίες ὡς συνεχείς συναρτήσεις, ιδίως, 
όταν υπάρχει η πλάνη ότι «οι συνεχείς συναρτήσεις σχεδιάζονται µε 
μονοκονδυλιά στο πεδίο ορισμού τους Όταν γίνει επίκληση του 
αντιπαραδείγµατος ότι και µια πολυωνυµική συνάρτηση µε πεδίο ορισμού 
το 1 δεν µπορεί να σχεδιαστεί µε μονοκονδυλιά λόγω απειρίας του μήκους 
της, το γνωστικό εμπόδιο δεν αίρεται, και γίνεται µια αναδιατύπωση του 
τύπου «κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισμού σύνολο πεπερασµένου 
μήκους (Ξ μέτρου) γράφεται µε μονοκονδυλιώ) Αν εδώ παρατεθεί το 
αντιπαράδειγµα (Ξαντιπαρατεθεί το παράδειγµα) της 
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ο ασ κο ο. μί[-1. Ε1]- {012 όπου 
Χ 


η Γ είναι συνεχής σε Κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της , όµως στο 0 
παρουσιάζει «άπειρο πήδημα» και άρα δεν µπορεί να γραφεί µε 
µονοκονδυλιά, πάλι δεν αίρεται το εμπόδιο, αφού συνηθέστατα έχω και 
νέα αναδιατύπωση ότι «κάθε συνεχής συνάρτηση ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα. γράφεται µε μονοκονδυλιά» Και πάλι όµως, δεν είναι 
ικανοποιητικά τα πράγματα, αφού η εξωµαθηµατική έννοια της 
«μονοκονδυλιάς» παραπέμπει µεν σε συνεκτική γραµµή . αλλά µπορεί να 
έχει άπειρο μήκος (µη σχεδιάσιµη από άνθρωπο ή Η/Υ) ή µπορεί να έχει 
μεν πεπερασμένο µήκος, αλλά να παρουσιάζει άπειρη ταλάντωση (άρα πάλι 
δεν µπορεί να σχεδιαστεί ικανοποιητικά απὀ άνθρωπο ή Η/Υ) Η δοξασία 
της «μονοκονδυλιάς)» σε κλειστό διάστηµα , παραμένει ισχυρή και αίρεται 
µόνο µε παράδειγµα συνάρτησης µε άπειρα ακρότατα σε κλειστό διάστηµα 
» όπως αυτή στο σχήµα | ,. όπου φυσικά δεν ασχολούμαστε µε απόδειξη 
και το παράδειγµα γίνεται αντιληπτό διαισθητικἀ. Ἡ ανακρίβρεια της 
«μονοκονδυλιάςο για συνεχή { σε κλειστό διάστηµα, ίσως είχε το 
ελαφρυντικὀ της εξωµαθηµατικής έκφρασης, αλλά και τη έκφραση 
«μονοκόμματη γραμμή») είναι κι αυτή εξωµαθηµατική , όµως ακριβέστερη 
και προσεγγίζει κάπως ικανοποιητικότερα την έννοια της συνεκτικού 
γραφήµατος απὀ την «μονοκονδυλιώὼ Από την άλλη όμως, υπάρχει 


1 
ἵῃ -- -0 
συνάρτηση όπως η {Γ:[01]-»Κ µε Γί4)Ξ ων καν » που δεν 


0 αν χκΞῦθ0 


είναι συνεχής στο 0 «αλλά έχει συνεκτικό γράφημα , πράγµα που 
υποδεικνύει ότι η χρήση εξωμαθηµατικών εκφράσεων πρέπει να γίνεται µε 
εξαιρετικά µεγάλη φειδώ και µόνο όταν γνωρίζουμε απολύτως σφαιρικά 
ένα θέµα. 

Διαπιστώσεις προτάσεις: Ἡ έννοια του αντιπαραδείγµατος ὡς 
αποδεικτικού µέσου σε λανθασμένες γενικεύσεις, είναι µια διεπιστημονική 
έννοια που εφαρµόζεται σε όλες τις φυσικές και κοινωνικές επιστήµες, στην 
Λογική και στην Φιλοσοφία , ουσιαστικά σε κάθε τοµέα του επιστητού. 
Στην Επιστημολογία και μάλιστα στο ρεύμα της διαψευσεοκρατίας, όπου 
επιστημονικό χαρακτηρίζεται το διαψεύσιµο και ότι η επιστήµη προχωρά 
µε δοκιµές και σφάλματα, το αντιπαράδειγµα κατέχει κεντρική θέση. Αυτή 
η διαπίστωση , καθιστά αδήριτη ανάγκη την εννοιολογική εισαγωγή του 
αντιπαραδείγµατος στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση «ως εργαλείου 
ανταπόδειξης σε λανθασμένες εικασίες, ισχυρισμούς και γενικεύσεις είτε 
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αφορούν τα μαθηματικά είτε όχι. Κατά την γνώμη µας, τα σχολικά βιβλία 
όλων των βαθμίδων, θα πρέπει να εμπλουτιστούν και µε αντιπαραδείγµατα 
. να τα ονοματίσουν «ως τέτοια και να αναδειχθεί η αξία τους ὣς 
ανταποδεικτικών µέσων σε προτάσεις του τύπου «όλα τα στοιχεία χ του 
συνόλου Α έχουν την ιδιότητα Β» ὡς ανακάλυψη ενός νε «άπου δεν έχει 
την ιδιότητα Β. Πιθανόν στις µικρές βαθμίδες τῆς εκπαίδευσης θα πρέπει να 
µπει µόνο στο βιβλίο του διδάσκοντα και να υπάρξει µια κλιμάκωση. 

Το σηµαντικό είναι . ότι ακόµα και η ύπαρξη ενός και μόνου αξιόλογου 
παραδείγματος στο διδακτικό υλικό, µπορεί να υποψιάσει και να 
εμπνεύσει πολλαπλώς έναν μαθητή. Για παράδειγµα η εισαγωγή της 
«νιφάδας του Κοομ» σε µια άσκηση του βιβλίου της Β΄ Λυκείου, υπήρξε 
εξόχως σηµαντική , καθώς μµυεί τον μαθητή στην ύπαρξη μαθηματικών 
αντικειμένων µε άπειρη περίµετρο και πεπερασμένο εμβαδόν. 

Επομένως, η εισαγωγή στα διδακτικά βιβλία των μαθηματικών , 
ορισμένων επί πλέον ευάριθµων παραδειγµάτων, ελεγµένων και 
αξιολογηµένων επιστηµονικώς και διδακτικώς ,διευρύνει το γνωστικό πεδίο 
των μαθητών διευκρινίζει δυσδιάκριτες πτυχές των εννοιών και αίρει µέρος 
τουλάχιστον της ισχύος σε συγκεκριµένα διδακτικά εμπόδια. Παράλληλα, 
η πληρότητα κάλυψης των εννοιών και των προτάσεων του βιβλίου µε 
παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα . µπορεί να αποτελεί ένα βασικό 
κριτήριο αξιολόγησήςτου. 
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6ΠαΙπιεγς Α. «Τί είναι αυτό που λέμε Επιστήμη,» Πανεπιστημιακές 
εκδόσεις Κρήτης Ηράκλειο 2001 (σελ.57-! 1 8) 

Γαγάτσης «4.«Λιδακτική των Μαθηματικών) Θεωρία -Ἔρευνα , 
Θεσσαλονίκη 1905 (σελ.2309-258) 

Κολέζα Ε. «ᾗ νωσιολογική και Διδακτική προσέγγιση των στοιχειωδών 
μαθηματικών εννοιών» Αθήνα 2000 (σελ.53-62) 

Πλατάρος ὮἢΙ.«Ἡ Διδασκαλία του Απειροστικού Λογισμού µέσω 
Αντιπαραδειγµάτων» διπλωματική εργασία στο ΜΠΕ «Διδακτική ὅς 
Μεθοδολογία των Μαθηματικών» του Μαθ/κού Τµήµατος του Παν. 
Αθηνών -2004 

Διατίθεται σε: Υνν/.πιαίΠ.οα.στ/πιε/αἱρΙ/4ἱρΙ ρ]αίατος.ράξ 

Πλατάρος ᾖΙ.:«Διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύμπτωτης 
συνάρτησης) εργασία. Διατίθεται: Ὀτιείοαςα.ραίπΠπάετ.στ/ἀον/π]οαά/5»1157 
Σπύρου Π. - Γαγάτσης 4. «Φδυνάρτηση: Επιστημολογική διάσταση και 
Διδακτική µεταφορά της» 

διατίθεται: Πᾶρ://ν/νννν.πιαίῃ.αοα.στ/πιο/{αοιΠΗγ/ςρίτοι/Ρργτοιύῶθβ ράξ 


24" Συνέδριο ΕΜΕ στην Κοζάνη 2-4 Νοεμβρίου 2007 


ΗΠΊΠΙΑΕΥ: Τηο οχαπιρ]ες απά ἴἴε εοιπίοτεχαπηρ]ες ΡἱΥ Ἱἱπιροτίαπί 
τοἰε {π {11ο {οβομίπρ ΟΕ πιαίπεπηα!ίο «οπεερίς. απά {πευ ο8π οοπαρ]είεΙγ οονοτ 
ἴποπι ἁἰάαςίϊςοα]]γ. Αί ἴῑε 5απιο {1πιο, ἴΠο 5ο ΟΓ 5εἰεοίοά οχαπαρἰες απἀ 
εοηπίεΓεχαΠηρ]θς, 68Π ἆεοίοαδε Ἱπιροτίαπί ρατί οἳ Ίοτοο Ιπ εοπετείαΙγ 
Ιηςίπιοίίνε οὈρίαο]ος {ἶιαί ατο Ρτοεδεπίοά αἱ ἴ]ε ἰοαοΠίης, /πΙ]ο {Πο Ρἱοπίαάα 
οἳ οονετίπς οἱ οοπεερίς , 8η Όε αἶ5ο δεί ας οτΙετίοη οἩ ονα[ηαίίοη οἳ 
οοιτεδροπά(ῃς Ιηςίπαοίῖνο Παπάροοκς. 


